FORMULAIRE DE TERMINALE POUR LA CPGE ECG

Calcul fractionnaire
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Pour additionner deux fractions, celles-ci doivent étre sur le méme dénominateur.
Pour simplifier une fraction, on peut diviser son numérateur et son dénominateur par un facteur commun.

Puissances
Pour tout (a,b) € (R*)? et tout (m,n) € Z2, on a:

a™a® = am—i—n (am)" = g™mn"
m
a 1
= qgm—n a ™ =

a™ a™
a™ a\m™

a™b™ = (ab)™ — = (*)
bm b

Identités remarquables
Pour tout (a,b) € R?, on a:

(a+b)? = a® + 2ab +b?

Trinéme du second degré

(a —b)* =a* —2ab+b?

Racines carrées
2
Pour tout a € Ry, /o™ =a.
a sia=0
Pour tout a € R, Va2 = |a| = S
—a sia<0

Pour tout (a,b) € (R4)?, on a:

Vab = Vavb a_va

5= 5 0#0.

(a+b)(a—b) =a® - b?

Soit P(x) = ax? + bz + c = 0 avec a # 0. On note A = b? — 4ac son discriminant.

—b
e Si A =0, alors P admet une racine réelle 2y = % et se factorise en P(x) = a(x — x¢)?.
a

e Si A > 0, alors P admet deux racines réelles x; =
a(z — x1)(xz — x29).
e Si A <0, alors P n’admet aucun racine réelle.

—b— VA

b+ VA

et To = B
a

et se factorise en P(z) =
2a

e P(x) est du signe de a, sauf entre ses racines réelles (si elles existent).

Suite arithmétique

Relation de récurrence

Une suite (up)nen est arithmétique s’il existe r € R tel
que:

VneN, upy1 =u, +r.

Le réel r est la raison de la suite.
Ezxpression

Vn € N,
Y(n,p) € N% w, = up + (n—p)r

Uy, = Ug + N7

Somme des termes
Pour tout (p,q) € N? avec p < ¢, on a:

“P*"'+uq=(q+1_p)%
= nb de termes x Ler 4 der;ier terme
En particulier :
o+ 1)

14243+ 4n=——

Suite géométrique

Relation de récurrence

Une suite (u,)nen est géométrique s’il existe ¢ € R tel
que:

VneN, upy1 = quy.

Le réel q est la raison de la suite.
Ezxpression

Vn € N,
V(n,p) € N27 Up = upqnip

_ n
Un = Upq

Somme des termes
Pour tout (n,p) € N? avec n < p, on a:

1— qurlfn
) 1— I‘aiSODnb de termes
= 1'" terme X
1 — raison
En particulier:
n+1 sig=1
l+q+¢+-+q"=q 1-¢"""

—a sig#1
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Trigonométrie

Valeurs remarquables
x (rad) | O % % 3 g
cos(z) | 1 ? g % 0
sin(z) | 0 % g ? 1

Fonction logarithme
Formules )
Pour tout (z,2’) € (R%)” et tout @ € R, on a:

aln(z) = In (z%)

(1) - -

In(z) + In(z’) = In(zz’)

In(z) —In(2’) =1n (—/)

xT

1
En particulier, pour a = > on a:

1
Ve € R, §1n(x) =In (\/E) .
Valeurs remarquables
Ona:1In(l) =0 et In(e) = 1.
Limites
Limites de référence:

lim In(z) = —oo,  lim In(z) = 400
z—0 T—r—+00
Limite « classique » :
1 1 In(t
lim 2EHD g, In®)
z—0 T t—=1t—1
Théorémes de croissances comparées :
1
lim zln(z) =0 lim G = 0.

T—r+0o0 xX

z—0

Courbe représentative

Dérivation

(au+ Bv) = au’ + o' (uv) = vw'v 4+ uwv’

(u)’ uw'v — uv’

5 (vou) = (v ou) Xu
v v

/

Relation fondamentale
cos?(z) +sin*(z) = 1

Formules sur les angles associés

cos(—x) = cos(x) sin(—z) = —sin(x)
cos(m — ) = — cos(x) sin(m — x) = sin(x)
cos(7r7T+ x) = —cos(x) sin(7r7T+ x) = —sin(x)
cos (5 - x) = sin(x) sin (5 - x) = cos(x)
cos (g + x) = —sin(x) sin (g + a:) = cos(x)

Fonction exponentielle
Relation entre les fonctions In et exp
Pour tout x € RY et tout y € R, on a:

y=In(z) <z =¢".

Puissance et « passage a ’exponentielle »

Pour tout a € R et tout b € R, on a: ab = ebIn(a)
Formules

Pour tout (z,7’) € R? on a:

x’ x4z’

=€

ee

/

@) =o' ero
Limites
Limites de référence :

lim e® =400

lim e* =0,
xr——+00

Tr—r—00

Limite « classique » :

Coet—1
lim =
x—0 x

1

Théorémes de croissances comparées :

X

lim — =400
x——+o00 I

lim ze® =0.
Tr——0Q

Courbe représentative

f@) | f'@) || f@) | f'@) || fl@) | f(=2)
2" | nz" b || In(z) % cos(x) | —sin(z)
VT ﬁ e® e® sin(z) | cos(z)
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QUELQUES SAVOIR-FAIRE ET METHODES

Mener un calcul

Voici les méthodes qui sont généralement mises en ceuvre afin de mener un calcul a son terme:
» appliquer une formule (sur les puissances, les racines carrées, les fonctions In, exp, cos ou sin)
» factoriser en reconnaissant un facteur commun ou en appliquant une identité remarquable

» mettre sur le méme dénominateur en présence d’une somme de deux quotients

» développer en appliquant la distributivité ou une identité remarquable.

Ezemple. — Pour tout z € R\ {—1;1}, on a:

1 2 1 2 T+1-2 z—1 1

z—1 22-1 2-1 (@+D)@x-1) @+h)x-1) @+hx-1) z+1

1 2x
r—1 x+1 22-1°

Ezercice. — Pour tout z € R\ {—1;1}, simplifier
I;—J — asuoday

! =5x 2" — 22 et C = (cos(z) + sin(x))? + (cos(z) — sin(x)).

1
+ , B
2-v3 243

Ezercice. — Simplifier A =

C=0WP =4 V=V — asuodgy
Manipuler les inégalités
Une inégalité change si on applique une fonction décroissante & chacun de ses membres.
En particulier, une inégalité est modifiée aprés multiplication/division par un nombre strictement négatif ou apres
« passage a l'inverse » si chaque membre est de méme signe.
Résoudre une équation ou une inéquation
On cherchera & factoriser afin d’obtenir des expressions simples dans chaque facteur.
Une étude de signe(s) passe par la résolution d’une inéquation puis par un tableau de signe(s).
Effectuer un raisonnement par récurrence
Afin de montrer qu’une propriété P,, est vraie pour tout entier n > ng, on peut effectuer un raisonnement par
récurrence, celui-ci se déroulant en deux étapes:
— D'initialisation : on montre que la propriété P, est vraie;
— I’hérédité : on suppose que la propriété P, est vraie pour un entier n > ng fixé et on montre que la propriété P, 41
est également vraie.

1
Ezxemple. — Montrons par récurrence que, pour tout n € N*, la propriété P, « 1 +24---+n = @ » est vraie.
U 1(1+1) o .
Initialisation. — Pour n = 1, on a: ————= = 1. Donc la propriété P; est vraie.
Hérédité. — Supposons que la propriété P,, soit vraie pour un n € N* fixé.
1
Ona: 1+2++n:%
Alors:
n(n+1 n n+1)(n+2
1424 4 (ntl)=(1+2+4 - +n)+(n+1)= (2 )+(n+1):(n+1)(—+1)=( )2( )
Donc la propriété P, 1 est vraie.
1
Ainsi: Vn € N*, 14244+ n = @
1 1
Ezercice. — Montrer que: Vn € N*, Tx32 + 7%3 4+ -+ nn 1) = nil'

FExercice. — Montrer que: Vn € N, 2" > n + 1.

Etudier les variations d’une fonction

On calcule sa fonction dérivée et on étudie le signe de celle-ci.

Ezemple. — Etudions les variations de la fonction f définie sur R par f(z) = e~ *(z + 1)2.
Pour tout x € R, on a:

—e x4+ 1) Fe x2x+1)
=e “(z+1)(—(x+1)+2)

=e z+1)(1 -2

=e " (1- :z:2) .

f'(z)
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Pour tout x € R, e=% > 0, donc f’(x) est du signe de 1 — 22, trindme qui s’annule en —1 et 1.
On en déduit le tableau de variations de la fonction f:

T —00 -1 1 +00

1 (x) — 0 + 0 -

F \0/4e1\

B In(x
Ezercice. — Etudier les variations de la fonction f définie sur |0, + oo[ par f(z) = ( )
"Joo + ‘8] Ins 91ueSSIOINYP 30 [90[ INS YULSSIOID 189 [ UOTIOUOJ ®r] (x)é% = (z),f ‘0 < T Moy mog — -asuodp. 2p SFUIWD]T
Ezercice. — Etudier les variations de la fonction f définie sur |0, + oo par f(z) = z(In(x) — 1).
‘Joo + ‘1] ams eyuessiom 3o [T0[ Ins ojuessIoI09p 380 f uorouoy e “(z)ul = (z),f ‘0 < T N0} N0 — “95UO0dQL 9P SFUWDIH
- e’ —e 7
Ezercice. — Etudier les variations de la fonction f définie sur R par f(z) = e
e? +e
(2—9+ «9)
“d Ins 93ueSSION 380 f UOIOUOY B “ S = (), f Y D T N0} IoJ — ‘25U 2P SPUIWDIH
Ezercice. — Soit n € N*. Etudier les variations de la fonction f,, définie sur R, par f,(z) = z"e 7.
Joo + ‘u]
IMS 9JUESSI0IQP 30 [u‘Q NS SUESSION 480 “f WONPUO) BT “, (T —u); T = (T)%[ Y > T Moy Mo — -asuodys 9p SIUIWRIHT

Prouver une inégalité

On étudie le signe de la différence des deux membres.

On peut alors étre amené a étudier la fonction ainsi définie en déterminant ses variations puis son signe aprés avoir
calculé sa fonction dérivée. .

Ezemple. — Montrons que, pour tout x > 0, on a: = + p > 2.

Pour tout x > 0, on a:

1 22 -2z +1 z—1)2
r+—-——-2= = ( ) > 0.
T T T
. 1
Ezercice. — Montrer que, pour tout x € R, 2(1 — x) < 1
0< ﬁ =(z—-1)r— % A  © 0y Mo — "asuodaL Ip SJUUW|H
4
FEzercice. — Montrer que, pour tout x > 0 et tout y > 0, on a: 1 1 < 5 y.
— + —
r oy
fi + T
A 4z
z ((ﬁ:r_l’;? =1 z L_ 7 i po ‘0 < fi oy 92 (0 < T JNOY MOJ — "IsUOdRL IP SJUIUID|HT
[4

Ezemple. — Montrons que, pour tout z € R, e* > z + 1.
Soit ¢ la fonction définie sur R par p(z) =e* —x — 1.
Pour tout z € R, on a: ¢'(z) =e” — 1.
On a:
@) 20<=e">1+=z>In(l)=0.

On en déduit le tableau de variations de la fonction ¢

x —00 0 “+00
¢'(x) - 0 4+
(% \ /
0

On en déduit que, pour tout = € R, ¢(x) > 0, c’est-a-dire e* > x + 1.
Ezercice. — Montrer que: Vo € Ry, sin(z) < =.

(@)uts — x = () f red Ty ans ouyop [ UOIOUOJ B IIPNYY — 2sU0dDL 9P SJUIWI]H
r—1
Ezercice. — Montrer que: Vo > 1, In(x) > .
T
: x i (z)ur = (z)f zed Joo + ‘7] ns orUYPp [ UOIOUOF ©[ IOIPNYF — 25U0RL 2P SJUIWD]H
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